MAT-20450 Fourier’n menetelmat Tentti 19.03.2008

— Ei muistiinpanoja, kirjallisuutta, laskinta.
— Jokaiseen paperiin nimi ja opiskelijanumero.

1. Laske tai paéttele suoraan (parillisuuden tai paritomuuden nojalla) funktion
h(t)=|cos(t) | kompleksisen Fourier-sarjan kaikki kertoimet

| d+T d+T
en =7 c_!h(z‘)cos(n(ot)dt— i ;h(t)sin(nmz)dt)

ja muodosta lopuksi funktion kompleksinen Fourier-sarja

0
h(t) = chewm[ :

Nn=—00

Vihje 1: Hahmottele funktion kuvaajaa ja pédttele sen avulla 7" sekd o.

Vihje 2. 2 cos(t) cos(mt) = cos(m—1)t + cos(m+1)t.

2. Funktiolle 7(¢)=|sin(¢) | tunnetaan kompleksinen Fourier-sarja

f(z‘)= - ejn(m’ — e nt
2.6 )2 a(1-4n?)

n=—oo n=-—00

a) Muodosta tistd funktion f(¢) Fourier-sarjan trigonometrinen versio

f(@®)= %ao + i(an cos(nwt)+ b, sin(nwt))
n=1

missa
* . *
%aOZCOa ap =Cptcy, by =j(cyp—cy) (nz21)

b) Olisiko funktion f(#) Fourier-sarjasta termeittdin derivoimalla saatava
sarja (jos se muodostettaisiin) derivaatan f'(#) Fourier-sarja? Perustele.

Kdadanna!



3. Tunnetaan Fourier-muunnos K(jo) = ATsinc%(07/2) kolmiopulssille

(A/T+A4 (-T<t<0)
k(t)=(=A4/T)t+A4 (0<t<T)

0 (muulloin)

a) Johda Fourier-muunnos kolmiopulssille
fO=t[H()-H(r-1/2)] +(1 -0 [H(1 - 1/2)- H(t - 1)]

[4 pistettd]

b) Totea a-kohdan vastauksen itseisarvo ja perustele se. [2 pistetti]

Apuna: Jos F{f(1)} = F(jo), niin F{f(-1)} = e 7 F(jo) ja FYf ()} = F(i(0-a))
ja F(F(N) = 2nf(-w).

4 a) Tehtdvin 3 kolmiopulssin k(¢) esitys Fourier-integraalina

k= | 2—neJ@’ [ k(e 1% an | do
—o0 —00

sievenee, kun sisempi integraali korvataan valmiiksi lasketulla pulssin
Fourier-muunnoksella. Tee tdma sievennys!

b) Edelld saadun integraalin likiarvo

1 ¢
k(t) = — .o do
(1) ZRI

sievenee vield lisdd. Tee tdma sievennys mahdollisimman pitkélle!

(Vihje. Parillisuus ja parittomuus ja origokeskinen véli.)



MAT-20450 Fourier’n menetelmit Tentti 14.01.2008

— Ei muistiinpanoja, kirjallisuutta, laskinta.
— Jokaiseen paperiin nimi ja opiskelijanumero.

1. _Laske tai péittele suoraan (parillisuuden tai parittomuuden nojalla) funktiol-
le h(f)=|sin(t) | trigonometrisen Fourier-sarjan kaikki kertoimet

a+T

2
an = | h(t)cos(noty dt ja b, =...
d

ja muodosta lopuksi funktion trigonometrinen Fourier-sarja

h(t) = %ao + Z(an cos(nwt) + b, sin(nwt))

n=1
Vihje 1: Hahmottele funktion kuvaajaa ja paittele sen avulla 7' sekd o.
Vihje 2: 2 sin(f) cos(mt) = sin(m+1)f — sin(m—1)t.

Vikje 3: 2 sin(r) sin(mt) = cos(m—1)t — cos(m+1)r.

2. Funktio g(f) = cos(f) + sin(t) on samalla oma trigonometrinen
Fourier-sarjansa. Péittele tdstd Fourier-sarjan kompleksiversion

o0

gn= Y c,e™,

n=-—o0

kaikki kertoimet nimenomaan kaavoilla

(:02%610, ané(an_jbn)a C—n:%(an""jbn) (nz1)

(vaikka osaisitkin paitelld ne myds jollain muulla tavalla) ja muodosta lopuksi
funktion kompleksinen Fourier-sarja.

3 a) 'On-off" -pulssin esitys Fourier-integraalina
-

A
f(t)={

(-T<1<0) _? 1
-4 (0<t<T)

o0
—e® [ f()e 1% dt | do
2n

—00

sievenee, kun sisempi integraali korvataan valmiiksi lasketulla pulssin
Fourier-muunnoksella F(jo) = Asza)sincz(a) 7/2). Tee tdma sievennys!

b) Edelld saadun integraalin likiarvo
=

®9

1
f(t)z% [... do

i
sievenee vield lisdd. Tee tdmd sievennys mahdollisimman pitkalle!

(Vihje: Parillisuus ja parittomuus ja origokeskinen vili.)

4. Signaalista f(f) otetaan N niytearvoa yhden yksikén aikavilein ja
saadaan arvot

f(n) (n=1,2,..,N).
Niistd lasketaan diskreetti Fourier-muunnos (vaikkapa MATLABin komennol-
la fft) ja saadaan N arvoa

N _
Fk)=Y fme mDEDN g1 5, ).
n=1

Sitten kaksinkertaistetaan niytearvojen maaraksi 2N tdydentden aikai-
sempia arvoja keinotekoisesti arvoilla

fn)=0 (n=N+1, N+2, ..., 2N).

Naistid lasketut diskreetin Fourier-muunnoksen 2N arvoa ovat vastaavasti

2N
G(P)=Z f(n)e—J(n—l)(P-l)Zn/(ZN) (p=1,2, .., 2N).

n=1

Osoita, ettd yhtdlo G(2k—1) = F(k) toteutuu kaikilla arvoilla k=1, 2, ...,
N tai osoita etti ei toteudu ainakin yhdell4 arvoista k=1, 2, ..., N.




MAT-20450 Fourier’n menetelmiit Tentti 30.11.2006
— Ei muistiinpanoja, kirjallisuutta, laskinta.
— Kirjoita papereilin nimesi, numerosi ja koulutusohjelmasi.

1. Funktiolle f(£)=|cos(t) | tunnetaan kompleksinen Fourier-sarja

0 . © n+1
£ = ZC LInot _ Z -3_(“1) ej2nt
n

2
n=—00 n=—co ™ 4n~ —1

’

a) Muodosta tédstd kompleksinen Fourier-sarja funktiolle g(x) = | sin(x) |
yhtdlén sin(x) = cos(x—m/2) avulla. [4 pistettd]

Ohje: Muuttujan vaihto ¢ = x—7t/2 funktioon ja sen sarjaan nédyttdd ensi vilkaisulla
muuttavan sarjan pois Fourier-sarjan rakenteesta. Varmista a-kohdassa, ettd nédin ei
kuitenkaan kéy, sieventdmalld tulos mahdollisimman pitkélle ja niin, ettd sarjan kertoi-
met ¢, ja o nikyvit. Totea ne!

b) Tuotta(isi)vatko a-kohdan sarjan osasummat Gibbsin ilmion pisteessé
x =77 Perustele. [2 pistettd]

2 a) Muodosta tehtdvdssd 1 annetusta funktion f(¢) Fourier-sarjan
trigonometrinen versio

. l & .
fO=ag+ > (a, cos(nwt) + b, sin(nwt))
- n=l
missé

1 - _ * . ok
Ay =Cp, dy =Cytep, by = j(cp—cp) (nz1)

b) Olisiko (jos muodostettaisiin) tehtdvin 1 funktion f(f) Fourier-sarjasta

termeittdin derivoimalla saatava sarja derivaatan f”(f) Fourier-sarja?
Perustele.

3. Olkoon funktiolla f(#) Fourier-muunnos méaritelmén mukaisena:

o0
F(f()=F(jo)= [f@)e I dr, missi eI =cosot-jsinwr.
—0

Johda Fourier-muunnos funtktiolle f(af), kun a > 0.

4. Tasapulssille
4 (|t]<D)

0 (muulloin)

f=

tiedetdin Fourier-muunnos F(jo) =2A4Tsinc(o7). Johda muunnos
a) tasapulssille H(t)—I(t=T),
b) ikkunoidulle s x(r) = cos(wqt) [H(f) — H(t - T)].

Leos wille

Apuna: Jos F{f(H)} = F(jo), niin F{f(—1)} = eI F (o) ja Ff(0)} = F(i(o-a))
ja F{F(0} =2nf(-).

(Kysymys: Pulssista  cos(@qf) otetaan ndytteitd tasavilein darelliselld aikavililld
(kiytinnossd), sanokaamme vililld [0, 77, kun viimeinen néyte otetaan hetkelld 7.
Niytteiden diskreetin Fourier-muunnoksen itseisarvot tuottavat kauniin kuvan piikkei-
neen kulmataajuuden ®, kohdalla. Mutta mité tuo kuva ja DFT-itseisarvot esittivit,
kun pulssilla cos(wyf) ei ole teoreettista Fourier-muunnosta?

Vastaus: Niytteet otettiin todellisuudessa tehtdvin 4b signaalista.)
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