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Vastaa kaikkien neljan kysymyksen kaikkiin kohtiin. Tehtavit eivét ole vai-
keusjdrjestyksessa. Kokeessa ei saa kiyttas laskimia tai taulukoita. Myoskaan
erillistd kaavakokoelmaa, ei ole, vaan vaikeasti muistettavat relevantit kaavat
on annettu tehtdvinantojen yhteydessa. Tehtavipaperia ei tarvitse palauttaa.
Tehtévien ratkaisut 16ytyvit kokeen jalkeen kurssin Moodle-alueelta. Muis-
tathan antaa opintojaksosta palautetta Kaiku-jarjestelméan kautta saadaksesi
opintosuorituksen.

1. Tarkastellaan kéhden muuttujan funktiota

V3= i
Vity

(a) Mikéi on funktion f (laajin mahdollinen) mésrittelyjoukko M;?
(1p)
(b) M&srita tasa-arvokdyrit f~1(0) = {(z,v) € M;| f(z,y) = 0} ja
1) =A{(=,y) € My| f(=,y) =1}. (1p)
_ (e)-Madaritd raja~arvet lim —f{zyy) ja  lim— f(z,y) tai osoita,
(c) j o el el SR
ettd raja-arvoa ei ole olemassa. (2p)

f(xay) =

——

_ (d) Maérits funktion f ensimmaisen kertaluvun osittaisderivaatat. (2p)

2. Maanomistaja omistaa kolmion muotoisen tontin, jonka kérjet ovat I;is—
teissi (0, 0), (3,0) ja (0, 3). Alueen pinnan korkeus pisteessé, (z, y) saa-
daan funktiosta

1
h(@,y) = 155(@ + 9" — 20— 4y +5),
missé yksi pituusyksikko vastaa yhté kilometrié.
(a) Omistaja aikoo porata kaivon tonttinsa matalimpaan kohtaan ja

rakentaa nakoalatasanteen tontin korkeimpaan kohtaan. Maarita
néiden pisteiden z- ja y-koordinaatit. (4p)

(b) Omistaja seisoo tontin pisteessé (1, 1). Mihin suuntaan rinne nousee
jyrkimmin? Kuinka jyrkésti? (2p)

il
/0 / 2%’ dydz. . (3p)

3. (a) Maarité integraali



Ohbjeita: Integroimisjérjestys saattaa olla jirkevis vaihtaa. Kiin-
nitd huomiota integroimisrajoihin, piirrd my6s kuva integroimisa-
lueesta.

(b) Méarits integroimalla napakoordinaatteja apuna kéyttden sellai-
sen kappaleen tilavuus, jota rajoittavat ylipuolelta parabloidi z =
1 — (2® 4+ y?) ja alapuolelta zy-taso. (3p)
Ohjeita: Mésrita ensin parabloidin ja zy-tason leikkausksyrs. Pa-
rametrisoi sitten kéyran sisdén ja&va joukko R napakoordinaatteja
kayttden ja laske tilavuus kaavalla

' B pra(6)
// f(z,v) da::/ / f(rcos@,rsinf)rdrdb.
R a Jri(0)

4. (a) Laske /01 /12y /:(x—l—Zz) dz dz dy. (3p)

(b) Maérita, integraali

1 pvVi—aZ p/1-a2—92 i
/ / / (2% + 92 + 2°)2 dzdy dz
o Jo 0 — :

pallokoordinaatteja apuna kiyttéien. (3p)
Ohjeita: Hahmottele ensin integroimisalue 7' karteesisessa koordi-
naatistossa ja madriti sen jilkeen alueen rajat pallokoordinaatis-

tossa. Muista, ettd p = /22 + 92 + 22 ja kiyta kaavaa

/f /T F(@,9,2)dV

:// f(psin¢cos b, psin dsin b, p cos ¢)p*sin ¢ dp de dé.
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