MAT-01400 Insin66rimatematiikka X 4 / Hirvonen
Tentti 22.08.2016, ratkaisut

1. Kéyrin C parametrisointi on r (t) = (¢2 — 4t + 3,¢3 — 12t), t € [-5,5].

(a) Onko kiyra C siled koko madrittelyjoukossaan?
Ratkaisu. Kéyra on siled, jos sen parametrisoinnin derivaatta on jatkuva ja nollasta

eroava.

' (t) = (2t — 4,3t* — 12)

on jatkuva, koska sen komponenttifunktiot ovat jatkuvia polynomeina. Derivaatta

on nollavektori, kun

2 (1) =0 % —4=0 t=2
& = )
v (1) =0 32 -12=0 t =42
jotka ovat yhtéd aikaa voimassa, kun ¢t = 2. Koska 2 € [-5,5], kiyrd C ei ole siled

koko maéarittelyjoukossa.

(b) Etsi kaikki pisteet (z,y), joissa kdyrélla C' on vaakasuora tangenttisuora.
Ratkaisu. Tangentti on vaakasuora, kun 3’ (t) = 0 ja 2’ (t) # 0. Kohdassa (a)

lasketun perusteella tangentti on vaakasuora vain kiyrian pisteessi r (—2) = (15,4).
(c) Esita funktion f (z,y) = z/x + 2y + 1 kuvaajalle (pinnalle) piirretyn tangenttita-

son yhtilo siiné pisteessé, jossa (z,y) = r (4).

Ratkaisu. Yhtélod haetaan pisteessd r (4) = (3,16). Lasketaan funktion ja osit-

taisderivaattojen arvot téssa pisteessa.

f(3,16) =2v3+32+1=2V36=2-6=12

a—f(x )=+Vr+2y+1l+zx ! _ 3ty t2
oz YT 4 2T +2y+1 2z +2y+1
Of (5 1g)— 940442 75 25

Or 7 23+ 32+1 2:6 47

of 1 x

T )=t =

dy 2V +2y+1 vr+2y+1

of 6

Y 316) = —— =1.

ay 10 = U

(Huom. Kaavakokoelman kaava 1 on linearisoinnin kaava, jolla approksimoidaan

funktion arvoa tangenttitasolla saatavalla arvolla.) Tangenttitason yhtdlo on

r—3 25
z:12+[% 1] — 12+ 2 (2 —2)+ (y—16
2] o 5 (- 2)+ (- 16)
25 33
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2.

(a) Tarkastellaan funktiota f (x,y), jonka muuttujat z ja y riippuvat suureista r ja 0,

ts. z =g (r,0) jay = h(r,0). Tiedetddn, ettd g (1, g) =—1jah (1, %) = 1. Lisaksi

gi( 1,1) =2, g—i(Lg)zz&, %(—1,1):4, 2—5(1,9:5,
(s B D) r 20D B

e 2 (132 (15)

Ratkaisutapa 1. Tehtdvissd on tarkoitus kdyttdd ketjusddntod. Taméa ratkaisu
kiyttaa kaavakokoelman kaavaa 2. Nyt ulkofunktio (kaavassa F') on f, ja sisdfunktio
G(r,0) = (g(r,0),h(r,0)). Kysytyt osittaisderivaatat ovat yhdistetyn funktion
F o GG osittaisderivaatat.

(Foc)(1.5)=F (¢ (1.5)) ¢ (1L5) = F (106 (1,5)
6 7
=2 4] [8 ;

joten ?(1 §> =44 ja gg (1 7T) = 50.

Ratkaisutapa 2. Kirjoitetaan auki ketjusdédnnon erikoistapaus, jossa (monisteen

:[2-6+4-8 2-7+4-9] = [44 50],

merkint6ja kiyttden) n =p =2 jam = 1.
/ ! AN
]
0
Sisafunktion sijoittaminen ulkofunktion derivaattaan tarkoittaa nyt sitd, ettd ulko-
funktion osittaisderivaatat otetaan pisteessi (z,y) = (g (1, g) h (1, %)) =(=1,1).

()= (5) F () e
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(b) Selvitd funktion f(z,y,z) = zIn(z? + y?) maéirittelyjoukko ja laske kaikki toiset
osittaisderivaatat.
Ratkaisu. Funktio on midritelty, kun 22 + y? > 0, eli (z,y) # (0,0). Siis f ei ole
médritelty z-akselilla. Midrittelyjoukko on Dy = R*\ {(z,y,2) : © = y = 0}.

Ensimmaisen kertaluvun osittaisderivaatat ovat

of 2 21z of 2yz of

o 24y Ry dy  a?+y? 0z n (e +)
Toisen kertaluvun osittaisderivaatat ovat
Pf 222 +y®) — 2220 2z(—2®+y°) f  2z(2* —y?)
Oa? (a2 +2)° (@2 492" T Oy (a2 4y?)”
’f  —dxyz ’f 2 ’f 2 [ 0
Oxdy (22 +y2)* 0x0z a2 +y?’ oydz a2+ y? 022

3. Etsi funktion f (z,y) = 2 — y — 3z + 1 suurin ja pienin arvo suljetussa joukossa, jonka
rajaavat koordinaattiakselit ja kiyrd y = (x — 1)
Ratkaisu. Adriarvot voivat tulla alueen sisilli olevissa kriittisissi pisteissé tai reunakiy-
rilld saatavien yhden muuttujan funktioiden derivaatan nollakohdissa tai niiden mé#arit-

telyrajoilla (tdmén alueen tapauksessa tdméa tarkoittaa kidyrien leikkauspisteitd).

y=(r-1)?

(0,0) (1,0)

Kriittiset pisteet: Polynomi on derivoituva koko avaruudessa R?, joten kriittisiéi pisteiti
voi olla vain osittaisderivaattojen nollakohdissa. Koska osittaisderivaatta ‘3—; =—-1+#0,
ei kriittisia pisteita ole.

Reunakayrét:

mek g (x) ja sen derivaatta on

- z-akselilla funktion esitys on f(z,0) = 2® — 3z + 1
gy (r) = 32? — 3, joka on nolla, kun x = +1. Néistd arvoista huomioidaan vain positiivi-
nen, koska piste (1,0) on alueessa, mutta (—1,0) ei ole.

merk.

- y-akselilla f (0,y) = —y+1 =" g2 (y), jonka derivaatalla g, (y) = —1 ei ole nollakohtia.
- kéiyrdlld y = (z — 1)® funktion esitys on f (z, (x — 1)2) =P —(z—-1)° -3z +1=

w3 — g2 — g EF g3 (x), jolle g (x) =32 =22 —1=0,kun z = ; (2+4) eli z = 1 tai
x = —%. Piste (1,0) on alueessa, (—%, %) ei ole.

Tutkittavaksi jaivit siis vain pisteet (0,0), (1,0) ja (0, 1).

f£(0,0) =1 (suurin arvo), f(1,0) = —1 (pienin arvo), f(0,1)=0.



4. Kuulan 22 + y? + 22 < 4 ldpi porataan reiki, jonka reuna on sylinterin 2% + 3% = 1 muo-
toinen. Laske reidllisen kuulan tilavuus avaruusintegraalina.
Ratkaisu. Kuvissa reiéllinen pallo sekd sen projektio xy-tasolle.
Y

Kaytetadn sylinterikoordinaatteja, koska sekd kuula ettd sylinteri ovat pydrahdyskap-
paleita z-akselin ympéri. Koordinaatin z suunnassa mennéddn pallon alapinnalta yldpin-

nalle. Pallopinnan esitys on

Py +2=4 = =44 (22 + ) = V4 — 12

ry-tason suunnassa menniddn sylinteripinnalta pallopinnalle eli » € [1,2] ja z-akselin

ympari koko ympyré eli § € [0, 27|. Siis integraali on
2w 2 V4—r2 2 2 Vi—r2
/ / / 1rdzdrd0:/ 1d0/ /v
o J1 Jovim? 0 1 /=Va-r?
2
- (271'—0)/ re (VIS4 vI=2) dr
1
2 1 2 2
:27T/ 2r(4—r2)2dr:27r/ —3 (4—7“2)
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